§ 4. Алгоритм поиска путей в сети связи, характеризующихся наименьшей величиной затрат на предоставление соединения. Алгоритм Форда – Беллмана.
Наряду с задачей минимизации числа транзитных узлов в технике систем подвижной радиосвязи может возникнуть более общая задача, связанная с выбором такого пути или маршрута, который минимизировал затраты на установление соединения. В качестве затрат (потери) могут выступать временные, стоимостные затраты на передачу пакетов данных, сообщений, расстояние между абонентами в системах подвижной радиосвязи и т. п.

Сформулируем данную задачу в математическом смысле. Для этого вначале введем понятие нагруженного орграфа
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.

Орграф 
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 называется нагруженным, если на множестве дуг 
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 определена функция
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, которую называют весовой.
Другими словами каждой дуге из множества 
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 ставится в соответствие некоторое число
[image: image6.wmf],
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. В дальнейшем будем рассматривать только неотрицательные весовые функции, то есть
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Значение 
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 называют длинной дуги
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Рассмотрим пример нагруженного орграфа 
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 (смотри рисунок). На рисунке вес дуги
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Рис.4.4.1

Если рассматривать в качестве модели топологий сети, весовые функции могут соответствовать реальным расстояниям от пункта 
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 в пункт 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image16.wmf]()
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, или время передачи сообщений из этих пунктов, узлов.

Для любого пути 
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 нагруженного орграфа можно ввести длину пути, которую можно определить как сумму длин входящих в 
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 дуг.

Например, для орграфа 
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 на рисунке длина пути от 
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 в 
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Ранее так называлось количество дуг в пути
[image: image24.wmf]p

. В связи с этим заметим, что если длины дуг выбраны равными 1, то 
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 выражает введенную в предыдущем параграфе длину пути 
[image: image26.wmf]p

 в ненагруженном орграфе. Следовательно, любой ненагруженный орграф можно считать в качестве частного случая нагруженного с длинами дуг, равными 1.

Путь в нагруженном орграфе 
[image: image27.wmf]D

 из вершины 
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 в вершину 
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, называется минимальным, если он имеет минимальную длину среди всех путей орграфа 
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 из 
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Аналогичное понятие длины пути, минимального пути можно ввести и для нагруженного графа
[image: image34.wmf]G

.

Рассмотрим теперь задачу поиска путей в сети, характеризующихся минимальными потерями на установление, как решение задачи поиска минимальных путей в нагруженном орграфе. При этом для определенности будем проводить рассуждения для орграфа без петель и параллельных дуг (для графа они аналогичны).

Введем в рассмотрение нагруженный орграф 
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 - длину от вершины 
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 к вершине
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, содержащая не более k – дуг. Например, в рассмотренном выше примере
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 не существует, также 
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 - осуществлено введение длины путей, не содержащих ни одной дуги.

Наша задача состоит в том, чтобы определить минимальный путь из 
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 в любую достижимую вершину, то есть
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Прежде чем приступать к описанию алгоритма поиска минимального пути, опишем алгоритм поиска таблицы минимальных значений величин
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. Таблица минимальных значений величин 
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 сроится следующим образом:

По горизонтали откладывают номера k (количество дуг в пути) от 0 до n-1, на вертикальном значения 
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Алгоритм вычисления величин 
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 достаточно прост. Вначале полагаем
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 (4.4.2)
для 
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Рассмотрим построение таблицы минимальных значений 
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 на примере орграфа на представленном рисунке.

На первом шаге полагаем
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Далее
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В соответствии с (4.4.1)
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Нетрудно заметить, что путь между вершинами 
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Также заметим, что 
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При 
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Аналогично имеем
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Рассмотрим теперь
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 можно воспользоваться формулой (4.4.1). Однако из нее видно, что путей с количеством дуг больше, чем 1, из 
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Окончательно, таблица минимальных значений величин 
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Далее, на основании полученной таблицы величин 
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 можно определить минимальный путь из 
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 в любую достижимую вершину. Отметим, что в качестве вершины 
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 можно выбрать любую другую вершину. При этом алгоритм не изменится. Алгоритм называют алгоритмом Форда – Беллмана.

Рассмотрим работу алгоритма Форда – Беллмана на примере. Пусть нам необходимо найти путь из 
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 в вершину
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1) Для этого в соответствующей строке таблицы находим наименьшее значение параметра
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. В нашем случае во второй строке таблицы наименьшее значение
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Величина 
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 указывает длину минимального пути из 
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2) Далее необходимо определить последовательность вершин орграфа
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. Для этого будем решать обратную задачу, используя отношение с помощью которого была получена величина
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В соответствии с рекуррентным выражением (4.4.1) имеем
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Сопоставляя соответствующие элементы множества, нетрудно получить, что


[image: image134.wmf](3)(2)

32

(1,2)(1,3)325

c

ll

®®

=+=+=

.

Следовательно, в точку 
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 мы пришли из вершины
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Следующая промежуточная вершина может быть получена аналогичным образом.
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В вершину 
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 мы «попали» из вершины
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